
K3曲面上の非シンプレクティック自己同型

瀧　真語

Abstract. This note is a survey about non-symplectic automor-
phisms of K3 surfaces and a reproduction on my talk at Kinosaki
Symposium 2012.

1. はじめに

与えられた代数多様体の自己同型を調べることは代数幾何学におけ
る基本的問題の一つである．今回はK3曲面の自己同型を考察する．な
お，K3曲面はC上のものを考えることにする．K3曲面はその定義か
ら至る所消えない正則 2形式が存在するが，K3 曲面に自己同型として
作用する有限群は，その正則 2形式への作用が自明か，そうでないか
によってシンプレクティックまたは非シンプレクティックと呼ばれる．
このノートのテーマは非シンプレクティック自己同型である．非シンプ
レクティック自己同型はNikulin [12]によって調べられ始め，その後多
くの数学者によって研究されてきた．現在もその応用も含めて活発に
研究され続けている対象である．
まずK3曲面の自己同型の一般的な話から始めることにする．一般

にK3曲面は代数的とは限らないが，今回は代数的なK3曲面のみを
扱うことにする．以下 K3曲面 X に対し，ωX を X の至る所消えな
い正則 2形式とする．H2(X,Z)はカップ積によって格子の構造がはい
る．その部分格子 SX := {x ∈ H2(X,Z)|⟨x, ωX⟩ = 0}をX の Néron-
Severi 格子，TX := S⊥

X を超越格子とする．なお，1 ≤ rankSX ≤ 20，
2 ≤ rankTX ≤ 21が成り立つ．

1.1. K3曲面の自己同型. K3曲面 X の有限自己同型を調べたい．そ
こで GをX へ自己同型として作用する有限群とする．X の自己同型
g ∈ Gは Hodge 分解を保つことに注意すれば，g∗ωX = α(g)ωXをみた
す 0ではない複素数 α(g)を定めることができる．つまり α : G → C×

という表現が定まる．Gが有限群であることから Imαは有限アーベル
群であることに注意する．以上から次の完全列を得ることができる:

(1) 1 → Kerα → G
α→ Z/IZ → 1.

例を一つ見る．
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例 1.1. P3の超曲面X : X4
0 +X4

1 +X4
2 +X4

3 = 0はK3曲面である．X
には座標を入れ替えることでS4が作用している．また各座標を

√
−1

倍することで (Z/4Z)3が作用している．つまりG := S4 ⋉ (Z/4Z)3が
射影変換としてXに作用している．そして ωX への作用を見ることで
Kerα = S4 ⋉ (Z/4Z)2であることが分かる．つまり

1 → S4 ⋉ (Z/4Z)2 → G
α→ Z/4Z → 1

である．

定義 1.2. K3曲面Xの自己同型 gが g∗ωX = ωX をみたすとき，シン
プレクティックという．また有限群G ⊂ Aut(X)の全ての元がシンプ
レクティックであるときGのこともシンプレクティックという．

上の完全列 (1)でいうとG = Kerαをみたすものがシンプレクティッ
クである．例 1.1 の場合は，S4 ⋉ (Z/4Z)2がXへシンプレクティック
に作用していることになる．

K3曲面にシンプレクティックに作用する有限群Gに関してはNikulin
[12]が有限アーベル群の場合に分類し，向井 [11]が一般の場合の分類
を行った．また有限単純群のひとつである Mathieu 群との対応も知ら
れている．（金銅 [9]の格子理論を用いた証明も見よ．）
ところで，我々が今回扱いたい自己同型はシンプレクティック自己同

型ではない．次を定義しておく．

定義 1.3. σをK3曲面X上の位数 Iの自己同型とする．σ∗ωX = ζIωX

をみたすとき，σを非シンプレクティック自己同型という．ここで ζIは
1の原始 I乗根である．

注意 1.4. 定義 1.2によると，自己同型がωXに自明に作用するか否かで
自己同型のタイプを決めていた．従って，σの位数が 6で σ∗ωX = ζ3ωX

をみたす場合も非シンプレクティックと呼びそうである．それは正しい．
実際にこの手の自己同型を調べたという結果もある．（たとえば [6]．）
ただ，このノートでは定義 1.3のような自己同型のみを扱い，非シ

ンプレクティック自己同型と呼んでいる．混同がありそうな場合は今回
扱う場合を purely non-symplectic (純非シンプレクティックとでも訳す
のか？)と呼ぶ事もある．

非シンプレクティック自己同型の研究結果は数多くあるが，最初に
Nikulin [14] による位数 2の非シンプレクティック自己同型の研究を見
る．ただし今現在はいくらか準備不足なので，[14]の主張をそのまま

書くことはしない．なお，Uは交点形式を
(
0 1
1 0

)
で与えられる階数 2

の双曲格子であり，E8はディンキン図形から定まる偶で負定値なルー
ル格子である．格子 Lに対して，L(m)は Lの交点行列をm倍した格
子の意味である．
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定理 1.5. ιをNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数 2の非シン
プレクティック自己同型とする．このとき ιの固定点集合は

X ι =


ϕ SX = U(2)⊕ E8(2),

C(1) ⨿ C(1) SX = U ⊕ E8(2),

C(g) ⨿ E1 ⨿ · · · ⨿ Ek otherwise,

となる．ここでC(g)は種数 gの非特異曲線であり，Eiは非特異有理曲
線である．また gや kは SX の階数などの言葉で記述できる．

上で書いた「いくらか準備不足」というのは SX に関することであ
る．実は ιのような自己同型を持つ場合，SXは特別な格子の構造を持
つ．また gや kはその格子が持つ不変量で記述される．

命題 1.6 ([22], [8]). pを素数とする．σを SXに自明に作用する位数 pl

の非シンプレクティック自己同型とする．このとき SXは p-elementary
格子になる．

注意 1.7. 実のところSXが p-elementary 格子になるというよりは，不
変格子 Sσ∗

:= {x ∈ SX |σ∗(x) = x} が p-elementary 格子になる，とい
う方が正しい．今の場合は仮定から SX = Sσ∗

である．

1.2. p-elementary 格子.

定義 1.8. p を素数，L を格子とし，L∗ を L の双対格子（すなわち
Hom(L,Z)）とする．判別式群が p-elementary アーベル群，すなわち
L∗/L = (Z/pZ)a となるとき，Lを p-elementary 格子と言う．

例 1.9. Am, Dnはディンキン図形から定まる偶で負定値なルール格子
とする．

• A2型の格子は a = 1の 3-elementary格子である．
• D4型の格子は a = 2の 2-elementary格子である．
• U は a = 0の p-elementary 格子である．これは U∗ = U を意味
する．すなわちユニモジュラー格子である．

定義 1.10. Lを 2-elementary 格子とする．

δ :=

{
0 if x2 ∈ Z, ∀x ∈ L∗,

1 otherwise.

この δという量は 2-elementary 格子の場合に意味がある．

命題 1.11 ([13], [17]). 偶で不定値な 2-elementary 格子はその階数と a
と δ で分類される．また，偶で不定値な p( ̸= 2)-elementary 格子はその
階数と aで分類される．
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つまるところ，この命題が言っていることは今回扱いたい Néron-
Severi 格子をリストアップできる，ということである．[1] [2] [18] [20]
などには幾つかの場合の具体的なリストがある．
さて，定理 1.5に借金があった．改めて書いておく．

定理 1.12 ([14]). ιをSXに自明に作用する位数 2の非シンプレクティッ
ク自己同型とする．このとき ιの固定点集合は

X ι =


ϕ SX = U(2)⊕ E8(2),

C(1) ⨿ C(1) SX = U ⊕ E8(2),

C(g) ⨿ E1 ⨿ · · · ⨿ Ek otherwise,

となる．また

g =
22− rankSX − a

2
, k =

rankSX − a

2

である．

今の場合SXは 2-elementary格子であるから，その不変量は rankSX

と aと δである．δの姿が見えないようだが，実は SX = U(2)⊕E8(2)
や SX = U ⊕ E8(2)というところに δが隠されている．U(2) ⊕ E8(2)
は階数 10で，a = 10，δ = 0である．一方A1(−1) ⊕ A9

1は階数 10で，
a = 10，δ = 1である．δはこの 2つを区別しているのである．

1.3. 自己同型の位数と固定点. 今まで見てきたように，K3曲面の非シ
ンプレクティック自己同型の一つの研究方針として「固定点集合を格子
の言葉で記述せよ」というものがある．これから位数 2以外の場合を
見ていく．その前に非シンプレクティック自己同型が取り得る位数とそ
の固定点集合の一般的な形を見ておく．

命題 1.13 ([12]). σをK3曲面X 上の非シンプレクティック自己同型，
Φを Euler 関数とする．このとき Φ(ordσ)は超越格子 TX の階数を割
り切る．特に 2 ≤ rankTX ≤ 21であるから ord σ ≤ 66である．

この命題において，非シンプレクティック自己同型は SXに自明に作
用していなくても成り立つ．また，Φ(60) = 16なのだが，実は次が成
り立つ．これは多くの人々([23], [10], [24])が独立に色々な証明を与え
ている．

命題 1.14. 位数 60の非シンプレクティック自己同型は存在しない．

命題 1.6 によると，K3曲面が素数ベキ位数の非シンプレクティック
自己同型を持つとき，その Néron-Severi 格子は p-elementary 格子に
なっていた．では素数ベキ位数でない非シンプレクティック自己同型場
合はどうであろうか？実はユニモジュラー格子になる．例えば，K3曲
面が位数 6(= 2× 3)の非シンプレクティック自己同型を持つとすると，
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そのNéron-Severi格子は 2-elementaryかつ 3-elementaryである．その
ような格子はユニモジュラー格子である．

命題 1.15 ([8]). σをK3曲面XのNéron-Severi 格子 SXに自明に作用
する合成数位数の非シンプレクティック自己同型とする．このとき SX

はユニモジュラー格子であり，
(1) SX = U ならば ordσ|66, 44 or 12
(2) SX = U ⊕ E8 ならば ordσ|42, 36 or 28
(3) SX = U ⊕ E2

8 ならば ord σ|12.
が成り立つ．

この命題によって，Néron-Severi 格子に自明に作用する合成数位数
の非シンプレクティック自己同型のことは大体分かったと思ってよい．
[8] には特別な合成数位数の場合の一意性の事も書かれている．
次に非シンプレクティック自己同型の固定点の様子について見る．

補題 1.16. σをK3曲面X 上の位数 I の非シンプレクティック自己同
型とする．このときその固定点集合は

Xσ = C1 ⨿ · · · ⨿ Cm ⨿ {P1, . . . , Pn}

と表せる．ここでCiは非特異曲線，Pjは孤立点である．

pを σの固定点とし，その局所座標を (x, y)とする．σが非シンプレ
クティック自己同型であることと dx∧dyの作用に注意し，p = (x, y)へ

の σの作用を見ると
(
1 0
0 ζI

)
と

(
ζαI 0

0 ζβI

)
（α+ β ≡ 1 mod I）が考

えられる．作用が前者であれば pは非特異固定曲線上の点であり，後
者であれば孤立固定点である．
もちろんPjへの σの作用は色々な種類のものが考えられる．例えば

ordσ = 5の場合は
(
ζ25 0
0 ζ45

)
と

(
ζ35 0
0 ζ35

)
がある．これらを区別する

のが正則版Lefschetz 公式1である．位相版のLefschetz 公式と共に紹介
する．

命題 1.17 (位相 Lefschetz 公式). σをK3曲面 X 上の非シンプレク
ティック自己同型とする．このとき固定点集合Xσ の位相的 Euler 数
χ(Xσ)は

χ(Xσ) =
4∑

i=0

(−1)itr(σ∗|H i(X,R))

をみたす．

1位数が大きくなるとこれの計算は結構大変である．
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命題 1.18 (正則 Lefschetz 公式). σをK3曲面X上の位数 Iの非シン
プレクティック自己同型2とする．このとき

2∑
i=0

tr(σ∗|H i(X,OX)) =
∑
j

a(Pα,β
j ) +

∑
l

b(Cl)

が成り立つ．ここでP α,β
j は σの作用が

(
ζαI 0

0 ζβI

)
である孤立固定点で

ある．また

a(Pα,β
j ) =

1

(1− ζαI )(1− ζβI )
, b(Cl) =

1− g(Cl)

1− ζI
− ζIC

2
l

(1− ζI)2
.

である．

2. 素数位数の場合

pを素数，XをK3曲面とし，σをNéron-Severi 格子 SXに自明に作
用する位数 pの非シンプレクティック自己同型とする．命題 1.13 によ
ると ordσ = pが取り得る値は 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19であるが，それ
ぞれの場合の固定点集合Xσを決定したい．詳細は [1] [2] [16] [18] な
どを見て欲しい．

p ≥ 3の場合，σの固定点集合は

Xσ = C(g) ⨿ E1 ⨿ · · · ⨿ Ek ⨿ {P1, . . . , Pn}

となるのだが，gや kや nを p-elementary 格子としての SX が持つ量
で記述する．

Xがσのような自己同型を持つときはSXはp-elementary格子になる
が，SXが p-elementary格子だからといって，Xが必ずそのような自己
同型をもつかどうかは別問題である．そこで「どのような p-elementary
格子が SXになるのか」ということも気になる．これも SXの言葉で記
述できる．
まずはX が SX に自明に作用する位数 pの非シンプレクティック自

己同型を持つと仮定する．そのとき gと kと nという 3つの量を求め
たい．従って，連立方程式としては少なくとも 3つの式が欲しい．そ
のうちの 2つは命題 1.17と命題 1.18である．これらを用いることで次
が分かる．

2実はもっと広い対象に対して成り立つ．[3, page 542]や [4, page 567]を見よ．
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命題 2.1. 位数 pの非シンプレクティック自己同型 σの孤立固定点の数
nは次で与えられる：

n =



0 if p = 2,
9 rankSX + 2

10
if p = 11,

(p− 2) rankSX + 22

p− 1
if p = 17, 19,

(p− 2) rankSX − 2

p− 1
otherwise.

この命題の証明をちゃんと追うと，σの孤立固定点への局所的な作
用も分かる．つまりPα,β

j の数も rankSXと pで書ける．Lefschetz 公式
からいきなり nが得られるのではなく，丁寧に計算することで各 Pα,β

j

の数がちゃんと記述できるから nも分かる，という具合である．

注意 2.2. p = 13, 17, 19のときは pの値だけで具体的に nの値が定ま
る．（それぞれ n = 9, 7, 5である．）命題 1.13によって，p = 13のと
きは rankSX = 10，p = 17のときは rankSX = 6，p = 19のときは
rankSX = 4だからである．

固定点はXσ = C(g)⨿E1⨿· · ·⨿Ek⨿{P1, . . . , Pn}という型をしてい
る．χ(C(g)) = 2− 2g，χ(Ei) = 2であるから，nが分かった今，gか k
のどちらかが定まればもう一方も定まる．その gを定める式3が Smith
の完全系列から得られる．

2.1. Smith の完全系列. 詳細は [5]か [7]を見て欲しい．K3曲面と非
シンプレクティック自己同型以外にも適用できる4理論である．

α := 1 + σ∗ + σ∗2 + · · · + σ∗(p−1)，β := 1 − σ∗ とし，ρ = βi (i =
1, 2, . . . , p− 1)とする．また，K3曲面XのZ/pZ係数の鎖複体 (chain
complex)をC(X,Z/pZ)とし，その部分鎖複体 ρC(X,Z/pZ)を考える．
これから自然に定まるホモロジー群をHρ

q (X,Z/pZ)と記し，Smith の
特別ホモロジー群と言う．以下係数のZ/pZは省略する．
我々が扱うケースで Smith の特別ホモロジー群が実際に有用なのは

ρがαと βの時である．特にHα
q (X) ≃ Hq(X/⟨σ⟩, Xσ) が成り立ち，相

対ホモロジーという馴染みある話に帰着できる．p = 2の時は Z/2Z
上では α = βであるから，この辺りの話は相対ホモロジー群の意外な
（？）話と解釈もできなくはない．
次が Smith の特別ホモロジーの間に成り立つ完全系列である．
3上で述べた連立方程式で言えば 3つ目の式．
4最近では正則シンプレクティック多様体への応用が知られている．ただし，Smith

のホモロジーは自己同型が素数位数の時に定義されていることに注意する．色々考え
てみたところ，素数ベキ位数くらいであればホモロジー群くらいなら何とか定義でき
ると思う．しかし命題 2.3が上手くいかないので，あまり意味はなさそうである．
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命題 2.3. ρ = βi，ρ̄ = βp−i (i = 1, 2, . . . , p− 1)とする. このとき

· · · → H ρ̄
q (X)⊕Hq(X

σ) → Hq(X) → Hρ
q (X) → · · ·

と
· · · → Hα

q (X) → Hβj

q (X) → Hβj+1

q (X) → · · ·
という完全列が存在する．

上で少し触れたが，実際に使うのは ρ = α，ρ̄ = β と ρ = β，ρ̄ = α
の時である．これらの場合の多くのホモロジー群（特に q = 0, 1, 3, 4）
は実際に計算できる．そして H2(X)の周辺が問題となって，ここで
p-elementary 格子が現れてくるのである．
命題 2.3をちょっと観察してみる，というなら p = 3の時をおススメ

する．これ以外の場合は 2つ目の完全系列が意味をなさなかったり，同
じような計算を何度も繰り返すことになる．
さて，この辺り（命題 2.3）をちゃんと調べることで次を得る．

命題 2.4.
∑
q

dimHq(X
σ) =

20 + 2p+ (p− 2)r − 2(p− 1)a

p− 1
.

これと命題 1.17によって σの固定点集合Xσ の第 1 Betti 数 b1(X
σ)

を得る．従ってXσの型から，C(g)の種数を求めることができる．つま
りは非特異有理曲線の数 kも分かる．

2.2. 素数位数の非シンプレクティック自己同型. 今までの議論（+α）に
よって次の定理を得る．

定理 2.5. K3曲面XがNéron-Severi 格子 SXに自明に作用する位数 p
の非シンプレクティック自己同型 σを持つとする．その固定点集合は

Xσ =


ϕ SX = U(2)⊕ E8(2)

C(1) ⨿ C(1) SX = U ⊕ E8(2)

C(g) ⨿ E1 ⨿ · · · ⨿ Ek ⨿ {P1, . . . , Pn} otherwise

である．ここで

g =
22− r − (p− 1)a

2(p− 1)
,

k =



rankSX − a

2
if p = 2,

rankSX − 10a− 2

20
if p = 11,

0 if p = 17, 19,
rankSX − (p− 1)a+ 2

2(p− 1)
otherwise,

である．nに関しては命題 2.1で与えてある．
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また，符号が (1, r − 1)である偶な p-elementary 格子がこのような
K3曲面のNéron-Severi 格子になる必要十分条件は

(2) 22− r − (p− 1)a ∈ 2(p− 1)Z≥0

が成り立つ5ことである．なお Z≥0は 0以上の整数全体を意味する．

注意 2.6. k = −1となる場合があるが，これはC(0)を打ち消している
ことを意味する．すなわち Xσは孤立点だけである．

注意 2.7. p ≥ 3のとき，(2)をみたす全ての場合の (X, ⟨σ⟩) の具体例
は構成されている．p = 2の場合はTorelli の定理によって，その存在
は確認6できる．

例 2.8. y2 = x3 + x+ t7で与えられる楕円K3曲面Xを考える．この
とき SX = U ⊕ E8であり，σ : (x, y, t) 7→ (x, y, ζ7t)は SX に自明に作
用する位数 7の非シンプレクティック自己同型である．また，σの固定
点集合はXσ = C(1) ⨿ P1 ⨿ {P1, . . . , P8} である．

3. 素数ベキ位数の場合

pを素数とし，σをNéron-Severi 格子に自明に作用する位数 plの非
シンプレクティック自己同型とする．命題 1.13 によるとその位数は 2α

(α ≤ 5), 3 (β ≤ 3), 5, 52 7, 11, 13, 17, 19 である．しかし金銅 [8,
Lemma 6.3]によって ordσ ̸= 25が示されている．前節（素数位数の場
合）の事も考慮すると，残る位数は 4, 8, 16, 9, 27, 25 である．ここで
は主に 2ベキ位数の場合を扱う．詳細は [20]を参照してほしい．また
3ベキ位数の場合は [19] や [16]を，位数 25の場合は [8] や [10]を参照
してほしい．
ここで命題 1.6を思い出す．K3曲面がNéron-Severi格子に自明に作

用する位数pkの非シンプレクティック自己同型を持つとき，そのNéron-
Severi 格子は p-elementary 格子であった．定義 1.10 で導入した δ は
2-elementary格子の不変量の一つであったが，2ベキ位数の非シンプレ
クティック自己同型に関する重要な情報を備えている．

命題 3.1. K3曲面XがNéron-Severi 格子 SXに自明に作用する位数 4
の非シンプレクティック自己同型を持つとき，SX において δ = 0が成
り立つ．

K3曲面のNéron-Severi格子になり得る 2-elementary格子は 75種類
あるのだが，そのうち δ = 0のものは 16種類である．もちろん全部具
体的に書き下すことが可能である．そして位数 4の非シンプレクティッ
ク自己同型については次が成り立つ．

5固定曲線の種数 gの式に注目してほしい．ザクっと行ってしまうと，分数や負の
数の種数が出ては困る，ということである．

6具体的な方程式などを記述してある文献を私は知らない．
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定理 3.2. K3曲面X が Néron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数
4の非シンプレクティック自己同型 σ を持つとき，SX は U ⊕ E8(2)，
U(2)⊕E8(2)，U ⊕D⊕3

4 ，U ⊕D⊕2
8 以外の符号が (1, r− 1)であり偶か

つ δ = 0な 2-elementary 格子である．また固定点集合は

Xσ = E1 ⨿ · · · ⨿ Ek ⨿ {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX − 2)/2，n = (rankSX + 6)/2である．

基本的なアイディアは位数 2の固定点集合Xσ2
と位数 4の固定点集

合Xσを比較するのである．Smith の完全系列（命題 2.3）は機能しな
いのだが，Lefschetz の公式（命題 1.17と命題 1.18）によって孤立固
定点の数 nやXσの位相的 Euler 数は計算できる．これらと σ2の固定
曲線の様子を用いて σの固定曲線を決定していく．
位数 8と 16の場合は次が成り立つ．

定理 3.3.

(1) K3曲面XがNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する位数 8の
非シンプレクティック自己同型 σを持つとき，SX は U ⊕ D4，
U(2)⊕D4，U ⊕D4 ⊕ E8である. また固定点集合は

Xσ = E1 ⨿ · · · ⨿ Ek ⨿ {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX + 2)/8，n = (3 rankSX + 6)/4で
ある．

(2) K3曲面XがNéron-Severi格子SXに自明に作用する位数 16の
非シンプレクティック自己同型 σを持つとき，SX は U ⊕ D4，
U ⊕D4 ⊕ E8である. また固定点集合は

Xσ = E1 ⨿ · · · ⨿ Ek ⨿ {P1, . . . , Pn}
である．ここで k = (rankSX + 2)/8，n = (3 rankSX + 6)/4で
ある．

基本的な証明の方針は定理 3.2と同じである．ただし孤立固定点の
ふるまいには注意する必要がある．位数 8自己同型の孤立固定点が位
数 4の自己同型の固定曲線の上に沢山ない，ということは確認すべき
ことである．
なお，定理 3.2，定理 3.3 の各場合とも (X, ⟨σ⟩)の具体例は構成され

ている．

例 3.4. y2 = x3 + t2x+ t11で与えられる楕円K3曲面Xを考える．こ
のとき SX = U ⊕ D4であり，σ : (x, y, t) 7→ (ζ216x, ζ

11
16y, ζ

2
16t)は SX に

自明に作用する位数 16の非シンプレクティック自己同型である．
Xは t = 0と∞上で I∗0型の特異ファイバーと II型の特異ファイバー

を持っている．σは I∗0型の特異ファイバーの重複度 2のコンポーネント
を固定曲線とし，その他の 4つの重複度 1のコンポーネント上に孤立



NON-SYMPLECTIC AUTOMORPHISMS OF K3 SURFACES 11

固定点に 1点づつ定める．これら 4点のうち 1点は切断（セクション）
との交点であり，残りの 3点は σ8の固定曲線C(7)との交点である．ま
た II型の特異ファイバーでは尖点 (カスプ)を固定し，切断との交点上
に固定点を持つ．つまり σの固定点集合はXσ = P1 ⨿ {P1, . . . , P6} で
ある．

4. 位数 32の場合

前節までの話でNéron-Severi 格子 SX に自明に作用する非シンプレ
クティック自己同型の話は大体落ち着いた．ここでもう一度命題 1.13
を思い出すと，2ベキ位数の非シンプレクティック自己同型の最大位数
は 32であった．しかしそれは SXに自明に作用しない．位数 32の非シ
ンプレクティック自己同型とK3曲面の例は次が知られている．

例 4.1 ([15]). y2 = x3 + t2x + t11で与えられる楕円K3曲面Xog の自
己同型 σog(x, y, t) = (ζ1832x, ζ

11
32y, ζ

2
32t) は位数 32の非シンプレクティッ

ク自己同型である．特に σogは SXogへ位数 2で作用する．

なお一番大きな 3ベキ位数は 27であり，5ベキ位数は 25である．こ
れらの場合は SX に自明に作用するものが存在する．またそのような
K3曲面と自己同型の組は同型を除いて一意的である．位数 32の場合
は次が成り立つ．

定理 4.2 ([21]). XをK3曲面，σをX上の位数32の非シンプレクティッ
ク自己同型とする．このとき σの固定点集合はXσ = {P1, P2, . . . , P6}
である．また組 (X, ⟨σ⟩) は組 (Xog, ⟨σog⟩) に同型である．

「位数 32の非シンプレクティック自己同型」という条件からWeier-
strass 方程式を決定するわけだが，最初のステップは σの SX への作
用を決めることである．命題 1.17とと命題 1.18と定理 3.2と定理 3.3
を用いた簡単な計算を行うことで，Xσの様子や不変格子 Sσ∗

:= {x ∈
SX |σ∗(x) = x} の階数が 5であることが分かる．これによって σ-安定
な楕円曲面の構造が存在し，それを調べる．
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